Liczby trojkatne

1. Liczby trojkatne:
Sume n poczatkowych liczb naturalnych oznaczmy przez T,:

I,=14+24+3+...4+n

Liczbe T,nazywac¢ bedziemy n-ta liczbg trdjkatng. Nazwe mozna uzasadnic¢ przed-
stawieniem geometrycznym:

=1+2+3+4

2. Wzor ogdlny:

i

2T,

3. Obliczmy:
e 1 +243+...4+100 =

el +2+3+...+n=

¢ 111+ 112+ 113+ ...+ 999 =
e2+4+6+...4+100 =
e2+4+44+6+...+2n=

e 1 +34+5+...4+2015 =
el+3+5+...+4(2n—1) =



4. Uzasadnienia geometryczne ostatniego wzoru:

Ukadamy liczby nieparzyste

jedna nad druga: a teraz je przestawiamy i mamy:

1

T T,

5. Ilu prostokatéw mozna doliczy¢ sie na szachownicy 8 x 8?

lub
A teraz przez liczby trojkatne:

[L+3+5+...+2n—1]

6. Ile réznych rownolegtobokoéw wyznacza k£ prostych réwnolegtych przecietych
przez m innych prostych réwnolegtych?

7. Sumy kolejnych liczb tréjkatnych:
Aby wyznaczy¢ wzér na sume S, = 11 + 1o + 15 + ... + T, ustawmy kolejne liczby
tréjkatne koto siebie, ich drugi egzemplarz dajmy od géry i uzupethmijmy to wszystko
do prostokata:

5.+ 5, + 1

A teraz zauwazmy, ze kolejne poziome szare paski sq kolejnymi liczbami trdjkatnymi,
wiec szary obaszar tez jest suma S, =11 + 1o + 13+ ... + T,
Mamy wiec wzér 35, =T, - (n+2)=(1+2+...+n)- (n+2) = w

n(n+1)(n+2)
Stad S, = 2zl



8. Sumy kwadratéw kolejnych liczb naturalnych:

Aby wyznaczyé wzér na sume K, = 12 + 22 + 32 + ... + n? ustawmy kolejne liczby
tréjkatne koto siebie, ich drugi egzemplarz dajmy od goéry:

Widzimy, ze na rysunku sa dwie sumy 25, =2(T1 + T + T3+ ...+ T,)
Ale:

jest to rowniez K,, + T,
czyli
1 2 1 1)(2 2) — 1)(2 1
K :2Sn—Tn:2-n(n+ J(n+2) n(n+1) _ n(n+1)(2(n+2)—3) _ n(n+1)(2n +
6 2 6 6
9. Sprébujmy znalezé wzdér na sune kolejnych kwadratow:

n(n+1)*(n +2)

Ki+Ko+...+ K, =
1+ 19 + + 2

Ki+ Ko+ ...+ K, = F15




10. Suma szesciandow:
=k k? oraz =T, ,+T,

i

A z otrzymanych czesci mozna utozy¢é kwadrat o boku 7,

11. Ile prostokatow jest na rysunku:

| Sy 4+ S+ S5+ S+ S5 =70

Ogolniej:
na rysunku liczby T, jest doktadnie S; + So + ...+ 5, = (nig)



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

I -n+2n—1)+3n—-3)+...4+n-1=5,

12432452 +...+(2n—1)2 = Sy, 1

#1

Z, szesciu takich figur mozna utozyé prostopadloécian nx(n+1)

51+52+53+...—|—Sn:nT+3.Sn:(n+3

l-n+2n—-1)+3n—-3)+...+n-1
X (

Ki+Ky+K3+...+ K, =2(S +Sy+S3+

.+ S, — S

=5,

_|_

2)



