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1. Racjonalne podejmowanie decyz;ji

W ksigzce "Games, Strategies, and Decision Making" J.E. Harington zamieszcza
nastepujgce tekst: ,,Jednym z krytycznych momentéw na poczatku trylogii Wtadca
Pierscieni jest spotkanie w Rivendell, podczas ktérego miano zadecydowac kto powinien
zabrac pierscien do Mordoru. Krasnolud Gimli nie chce stysze¢ o powierzeniu tego
zadania Elfowi, podczas gdy Legolas (ktory jest elfem) mysli podobnie o Gimlim. Boromir
(cztowiek) jest przeciwny temu, zeby ktorykolwiek z nich zajat sie pierscieniem. Jest
jeszcze hobbit Frodo, ktorego chec trzymania w swojej pieczy pierscienia jest najstabsza,
ale wie, ze ktos jednak musi wrzuci¢ pierscien w ogien Mordoru. W tworzeniu modelu gry
dla tej sytuacji zaktadamy, ze jest czterech graczy: Boromir, Frodo, Gimli oraz Legolas.
(Bohateréw tego wydarzenia byto oczywiscie wiecej, m.in Aragorn i Elrond, ale dla
uproszczenia gry zostanmy przy czterech graczach.) Kazdy z graczy ma liste preferenc;ji
co to tego, kto powinien zanies¢ pierscien do Mordoru. Kazdy poza Frodem uwaza, ze
sam powinien wzig¢ na siebie to zadanie. Kazdy z nich tez uwaza, ze Frodo jest lepszym
kandydatem niz ktokolwiek inny, i nikt inny nie powinien dotykac pierscienia. Froda za$ nie
chce podejmowac sie tego zadania, woli, zeby ktokolwiek inny zabrat pierscien, zrobitby to
jednak, gdyby nikt inny sie tego nie mégt podjaé. Rozwazamy gre, w ktorej wszyscy
rownoczesnie podejmujg decyzje. Tylko wtedy, gdy wszyscy bedg jednomysini, to zadanie
zostanie powierzone wybranej osobie, w przeciwnym wypadku nikt nie podejmuje sie
zadania. Znajdz punkt rownowagi Nasha.”

Czym jest punkt rownowagi Nasha? Jak go wyznaczyc¢? Jak nalezy podejmowac decyzje,
gdy wiemy, ze nasz przeciwnik jest racjonalny? Czy wybieranie strategii z punktem
rownowagi Nasha jest zawsze stuszne? Co robi¢, gdy taki punkt nie istnieje?
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2. P.D.Straffin, "Teoria gier",
3. W. Kulpa Topologia a ekonomia,, PWN

2. Kraty

Kratg (ang. lattices) w sensie porzgdkowym nazywamy kazdy zbiér uporzgdkowany
L, dla ktérego spetniony jest warunek, ze dla kazdej pary x,y elementow zbioru L istnieje
kres gorny sup(x,y) i kres dolny inf(x,y). Mozna nietrudno udowodnic, ze w kracie kazdy
skonczony i niepusty podzbiér ma kres gorny i kres dolny. Wtasnos¢ ta prowadzi do
pojecia zupetnosci kraty: krate L nazywamy zupetng, gdy kazdy jej niepusty podzbidr ma
kres gorny i dolny. Oczywiscie krata zupetna musi posiada¢ element najwiekszy i
najmniejszy. Ograniczajgc rozwazania do kraty dystrybutywnych otrzymujemy twierdzenie



mowigce, ze kazda krata rozdzielna jest izomorficzna z pewng podkratg kraty zbioru
potegowego P(X) dla pewnego zbioru X.
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3. Matematyka numeréw kont, kart kredytowych numeru PESEL.

Obecnie jestesmy ciggle zalewani r6znego rodzaju numerami: telefonéw, numerow
kart lojalnosciowych, loginami do przeréznych kont. Niektore z nich sg jednak wazne z
powodu ich istotnosci. Sg to np. numer PESEL, numer konta bankowego, numer karty
kredytowej, czy debetowej. Czescig kazdego z nich jest ca najmniej jedna cyfra kontrolna
(lub suma kontrolna). W jaki sposob sg one wyliczane? Czy dzieki nim na pewno kazdy
btad w podawaniu numeru zostanie wychwycony?

Literatura:

internet

4. Fizyka matematyczna / matematyka fizyczna.

Do opisu wielu zjawisk w otaczajgcym nas $wiecie potrzebujemy matematyki.
Fizyka, zeby poradzi¢ sobie z wieloma problemami korzysta z pomocy matematyki. Np.
predkos¢ to pochodna, energia to catka, a do opisu wahadta wykorzystujemy réwnania
rozniczkowe. Celem pracy moégtby by¢ zwigzek matematyki i fizyki, ich wspotzaleznosci.
Literatura :

1. S. Banach, Mechanika, 1938
2. R. Feynman, R. Leighton, M. Sands, Feynmana wyktady z fizyki, PWN

5. Model regresiji liniowej

Bardzo czesto w analizie statystycznej pojawia sie przypuszczenie istnienia zaleznosci
liniowej miedzy dwiema cechami (przykladowo moze nas interesowac zaleznos¢ miedzy
wydajnoscig pracy a stazem pracy). W tym celu musielibySmy w sposdéb niezalezny
wybrac pewng liczbg pracownikow danego przedsiebiorstwa i zdoby¢ odpowiednie dane.
Po stworzeniu dla nich wykresu rozrzutu (rozproszenia) mozna znalez¢ funkcje liniowg y =
ax+b, ktéra ,najlepiej” opisuje uzyskang zaleznos¢. Wykorzystuje sie tutaj metode
najmniejszych kwadratow. Po oszacowaniu parametréw tej liniowej funkcji regresji mozna
oceni¢ doktadnos¢ dopasowania funkcji regresji do danych empirycznych. Analize mozna
poszerzy¢ o zbadanie istotnosci parametréw strukturalnych. Oprécz matematycznego (z
wykorzystaniem metod statystyki matematycznej) opisu prace warto uzupetnic¢ przyktadem



takiej analizy na podstawie konkretnych danych z wybranej przez siebie dziedziny
(finanse, medycyna, sport itp.).
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6. Szeregi Fouriera

Definicja, wtasnosci i zastosowania. Wzory Eulera-Fouriera. Warunek Dirichleta.
Twierdzenie dotyczgce rozwijalnosci funkcji w szereg Fouriera. Rozwijanie przyktadowych
funkcji w szereg Fouriera. Obliczanie sum szeregow liczbowych.

Literatura:

1. W. Krysicki, L. Wtodarski, Analiza Matematyczna w zadaniach, czesc¢ Il, Warszawa,
PWN, 2000.

2. M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 2 - Definicje, Twierdzenia, Wzory,
Wroctaw, Oficyna Wydawnictwa GIS, 2005,

7. Przyblizone metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Tylko niewielka klasa réwnanh rézniczkowych zwyczajnych moze by¢ rozwigzana
metodami analitycznymi. Dlatego istotnym zagadnieniem jest znajdowanie dobrych
przyblizen numerycznych danego rozwigzania. Pojecie réwnania rézniczkowego
zwyczajnego, problem Cauchy'ego, metoda Eulera i jej modyfikacje ( m. in. ulepszona
metoda Eulera, metoda Eulera-Cauchy'ego), metoda Rungego-Kutty i inne.
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1. J. Ombach,Wyktady z réwnanh rézniczkowych wspomagane komputerowo-Maple,
Krakow,Wydawnictwo Uniwersytetu Jagiellonskiego, 1999.
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8. Nieporzadne funkcje

Funkcje, o ktérych uczymy sie w szkole, sg bardzo porzgdne - z reguty ciggte,
rozniczkowalne. Pojawia sie wprawdzie funkcja: x 7— |x|, majgca jeden punkt, w
ktérym nie ma pochodnej, ale czy potrafisz sobie wyobrazi¢ funkcje, ktéra sktada
sie z samych takich ,szpicow”, tzn. ktdra jest ciggta, ale nigdzie nie ma pochodnej.
A tymczasem jest wiele (znacznie wiecej niz tych ,porzgdnych”) funkgciji, ktore albo
nie sg ciggte w zadnym punkcie, albo majg przeliczalnie wiele punktéw ciggtosci,
albo sg wszedzie ciggte, ale nigdzie nierdzniczkowalne.
Takie trudno wyobrazalne i niemozliwe do doktadnego narysowania funkcje moga
by¢ tematem tej pracy. Najbardziej znane to funkcja Takhagi, Dirichleta, Weierstrassa, Van



der Waerdena, Riemanna.

Autor pracy na ten temat moze oméwic (i precyzyjnie uzasadnic) ich wtasno$ci,
moze podac¢ wiasne przyktady ciekawych funkgciji.

A moze zainteresuje Cie inny problem: Funkcja zdefiniowana na odcinku, ktéra

ma (wszedzie) pochodng réwng zeru, to funkcja stata. A czy wiesz, ze istnieje funkcja
ciggta i rosngca, ktora jest prawie wszedzie rézniczkowalna i ktorej pochodna

tam, gdzie istnieje, jest rowna zeru? Ba, nawet istnieje funkcja ciggta, $cisle rosngca,
okreslona na odcinku, ktéra ma pochodng prawie wszedzie réwng zeru. Takie i inne
przyktady nietypowych (czyzby?) funkcji znalez¢ mozna m.in. w podanych ksigz-
kach.

A moze wymyslisz witasne przykfady funkcji o zaskakujgcych wiasnosciach?
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9. Rozmieszczanie przedmiotéw w pudetkach

Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ przedmioty w pudetkach jesli mozliwe sg rézne
sytuacje: przedmioty sg rozrdznialne lub nie oraz pudetka sg rozréznialne lub nie.
Dodatkowo mozemy postawic¢ rézne zatozenia o zawartosci pudetek - mogg zawiera¢
dowolng ilos¢ przedmiotéw lub co najwyzej jeden przedmiot. Przedstaw rozwigzania
przedstawionych sytuacji wraz z opisem obiektow kombinatorycznych otrzymanych w
wyniku rozwigzan.

Literatura:
1. Zbigniew Palka, Andrzej Rucinski, Wyktady z kombinatoryki, WNT, 2004.
2. Victor Bryant, Aspekty kombinatoryki, WNT, 2007

10. Metody numeryczne

Co to sg metody numeryczne? Mozna krétko powiedzieé, ze ten dziat matematyki
zajmuje sie przyblizonym rozwigzywaniem zadan matematycznych. Zakres tych zagadnien
jest bardzo rozlegty. Nie sposob jest opisaé wszystkie te zagadnienia. Uczestnik Sejmiku
moze skupi¢ sie na jednym sposrod wymienionych:

- jak oblicza¢ warto$¢ wielomianu i jego pochodnych w zadanym punkcie?

- znalez¢ wielomian, ktory w zadanych punktach przyjmuje podane wartosci, a moze
i pochodne w tych punktach zadane (interpolacja);

- przyblizy¢ funkcje f inng funkcjg q nalezgcg do pewnej klasy funkcji tak, aby jako$¢
przyblizenia byta najlepsza w sensie réznych miar odlegtosci (aproksymacija);



- w przyblizony sposoéb obliczy¢ warto$¢ catki oznaczonej (wzory kwadratur);

- znalez¢ rozwigzania rownania f(x) = 0 dla zadanej funkciji f;

- rozwigzac uktad réwnan liniowych.

Do opisu zagadnienia mozna doda¢ samodzielnie napisang aplikacje, dotyczacg
omawianego zagadnienia.
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11. Sposoby na sume

Sumy, zaréwno skonczone jak i nieskornczone, wystepujg w matematyce bardzo
czesto. Kazdy z nas potrafi bez trudu obliczy¢ sume skonczonej liczby elementdéw ciggu
arytmetycznego i geometrycznego. Niestety nie wszystkie sumy sg tak proste do
policzenia. Znane sg jednak pewne sposoby, czy raczej sztuczki, ktére czasem dziataja.
Mamy tu na mysli takie metody jak przeindeksowanie sumy, zmiana kolejnosci sumowania
w sumach wielokrotnych, metoda zaburzania sumy. Oprécz wymienionych sposobow jest
takze bardzo interesujgce narzedzie do sumowania zwane rachunkiem réznicowym.
Rachunek réznicowy powstat przez analogie do rachunku rézniczkowego - dziatu
matematyki zajmujgcego sie badaniem funkcji przy uzyciu ich pochodnych i catek. Analogii
pomiedzy rachunkiem réznicowym a rozniczkowym jest wiele, na przyktad sumowanie
przez czesci. Celem pracy jest przedstawienie metod sumowania ze szczegélnym
uwzglednieniem rachunku réznicowego.

Literatura:
1. Ronald L. Graham, Donald E. Knuth, Oren Patashnik: Matematyka konkretna

2. http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/analiza/2011/03/02/
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12. Jak rozpoznac liczby pierwsze

Liczby pierwsze sg wazne. Zasadnicze twierdzenie arytmetyki mowi, ze kazda
liczba naturalna wieksza od 1 jest iloczynem liczb pierwszych i to tylko na jeden sposéb.
Ale w jaki sposéb odrézni¢ liczbe pierwszg od pozostatych? lle jest liczb pierwszych?
Tematem pracy mogg by¢ algorytmy sprawdzajgce pierwszos¢ liczb naturalnych (testy
pierwszosci), ale takze rdozne sposoby opisu (wzory) liczb pierwszych.

Literatura:



P. Ribenboim, Mata ksiega wielkich liczb pierwszych, WNT, Warszawa 1997.

13 . Matematyka w cukierni

Donut - rodzaj wysmazanego na gtebokim oleju wyrobu cukierniczego w ksztatcie
zblizonym do torusa. Czesto z polewg, np. czekoladowg lub lukrowg. Popularny w wielu
krajach jako stodka przekgska lub deser. Opisz matematycznie ten smakotyk.

Literatura:
Franciszek Leja, Geometria analityczna, Warszawa, PWN 1977.

14. Przeksztalcenia geometryczne

Definicja przeksztatcenia zbioru punktow. Przeksztatcenia ptaszczyzny:
przesuniecie, symetria wzgledem osi x, obrot dokota punktu, jednoktadnosc.
Powinowactwa i podo-bienstwa. Izometrie. Inwersja. Wiasnosci przeksztatcen oraz zwigzki
pomiedzy nimi.

Literatura:
Franciszek Leja, Geometria analityczna, Warszawa, PWN 1977.

15. AbstrAkcjA

Abstrakcja jest pojeciem zwigzanym z wieloma dziedzinami. Najczesciej tgczymy je
ze sztukg lub filozofig, ale pojecie to wystepuje tez w programowaniu i matematyce. W tej
ostatniej jest Scisle potgczone z pojeciem relacji rownowaznosci, czyli takiej, ktora jest
zwrotna, symetryczna i przechodnia. Relacja o podanych wtasnosciach dokonuje podziatu
zbioru w ktorym jest okreslona, na klasy abstrakcji (rbwnowaznosci). W pracy nalezy
podac¢ zastosowania relacji rownowaznosci, ponadto mozna rozwigzac klika zadan z [1]
lub [2].
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1. H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspétczesnej, Warszawa, PWN, 1990.

2. W. Marek, J. Onyszkiewicz, Elementy logiki i teorii mnogosci w zadaniach,
Warszawa, PWN, 2000.



